Logik und Objekte

Logik

A=B& -AVB

A=>B&s -B=-A

-(A=B) AA-B

—(Vx: P(x )) < dx: =P(x)

—(dx: P(x)) & Vx: =P(x)
T Py [ 2o

V[3x,y:x#y AP(x) AP(p)]

dx:Vy:P(x,y)=VY y:dx: P(x,p)

Mengenlehre

Mengen
Ua={xHda:aCAAxea}

acA

AxB={(a,b)lac ANDeB}

Abbildungen

f:A—B.

f surjektiv: Vbe B:dac A: f(a)

f injektiv:

Vﬂl,ﬂz €A: flar) = flag) = al = ﬂz

l](ektlv VbeB:3lacA: f(a)

Verkniipfungen:

i:A—B,s:B—C.

s oi surjektiv = s surjektiv

s o1 injektiv = i injektiv

Umkehrfunktion:

f bijektive Af1:B— A b f1(b)

f fﬁl—}FA,lf ]Of B
oo

B11 und Urblld

f(ACA) (beBHacA:b= f(a)

fY(BCB)={acAAbeB:b= f )}
Beschriankung:

ACA. f|A:AHB,aeA+—>f(a)

Induktion und Anwendungen
Induktionsverfahren:

Sei P(n) das ¥n € N>, zu zeigende Pradikat.
Zeige zuerst P(ng) (Induktionsanfang). Sei dann
n > ng gegeben und P(n) vorausgesetzt (Induk-
tionsannahme). Zu zeigen ist dann, dass dar-
aus P(n+ 1) folgt. (Induktionsschritt). Es folgt
P(n)Vn € N, . (Induktionsschluss)

Theorem 1.7 Es gilt Vn € IN:

ik: n(n+1
k=1

Theorem 1.8 Es gilt Va € R\ {1} und Vn € IN:

n

_n(n+1)(2n+1)
Z‘ 6

k=1

n n+1
-1
R
a-1

k=0
Aufzdhlungstheorie
A~B < 3df e Fun(A, B) : f bijektiv
A~Bo B=~A
A~BAB=C=A=C
Kardinalitat:

A ist endlich, wenn dn € IN : A ~ [n] Dann ist
n = #A die Kardinalitdt von A. Theorem 1.9

[m]

VmneN:m=n=[n]=

Falls A = B:

f : A — Binjektiv = #A <#B

f : A — Bsurjektiv = #A > #B

Auflerdem:

#(AUB)+#(ANB) = #A + #B

#(A x B) = (#A) - (#B)

#Fun(A, B) = (#B)*A

#P(A) = 2#A

Fakultit und Binomialkoeffizienten:

Fir n € IN definiert man die Fakultat durch 0! = 1
und fiir n > 1 als die Anzahl von bijektiven Funk-
tionen von [#] nach [n]. Fir m,n € N ist der Bino-

mialkoeffizient (;Zl) die Anzahl der Teilmengen

aC[n]mit#a=m
Theorem 1.12

n
n! = l_[ k,
k=1

Eigenschaften:

[7)= (" n)

Furn>m>1:

(;'li): m!(nm— m)!

CRINGE

() =" ) ln=1)= 5 (o)

Theorem 1.13 Es gilt Vx,y € Rund Vn € IN:

(x+9)" = i(:fz)xky”*"

k=0

Abzidhlbarkeit:

Fir alle unendlichen Mengen A gilt N < A. Wenn
A =~ N gilt, sagt man, dass A abzdhlbar ist.
Theorem 1.15 IN xIN und Q sind abzahlbar. IR ist
tiberabzédhlbar.

Analysis mit R und C

Ordnungsbeziehung:

Sei X eine Menge. S C X x X ist eine Ordnungsbe-
ziehung auf X, wenn gilt:

(x,v)eSA(,2)eS=>(x,2)€S

() eSA(yx)eS=>x=y

S ist total, wenn gilt:

Vx,yeX:(x,9)eSV(y,2z)€S
Schranken:

Sei (x, <) eine Menge mit totaler OB und Y C X.
x € X ist eine

obere Schranke fir Y, wenn Vy € Y : y < x gilt.
untere Schranke fiir Y, wenn Vy € Y : p > x gilt.
Max, Min:

Y besitzt ein

Maximum, wenn 1y, € Y:Vype Y :y <yp,.Dann
ist y, =maxY.

Minimum, wenn dy_€ Y :Yy €Y :y>yp_. Dann
isty_ =minY.

Sup, Inf:

sup Y = min{x € X|x ob. Schr. von Y}

JdmaxY =supY =maxY

inf Y = max{x € X|x unt. Schr. von Y}

dminY = infY =minY

Abstandsfunktionen:

dl X xX — Ry ist eine Abstandsfunktion, wenn
gilt:

d(x,y) = d(3,x)

d(x,z) <d(x,v)+d(v,2)

dxy)=0ox=y

Auf R: d(x,v) = |x —y| = max{x -y, v — x}

Reelle Zahlen

Eigenschaften:

(R, +,-) ist ein Korper.
Vx,9,zER:x<y=>x+z<y+z
Vx,0,2€R:x<yAz20=>x-2<y-z

Vx,9,ze R:x<Az<0=>x-2>7y-2
VxeR:x2>0
Vx,peR:Yne N*: 0<x<p=x"<yp"

R ist archimedisch: x >0Ay >0=dneN:nx>y
R ist vollstindig: Alle nach oben beschrankten
Teilmengen von RR besitzen ein Supremum in IR.
Betrag und Abstand:

|| : R — R, x > |x| = max(x, —x)
|x -yl =Ix]- [yl
Dreiecksungleichung:
Vx,y €R:[lx| -yl < x —y| < x|+ [yl
Verallgemeinert:
VnelN*:Vxq,..,x, ER: Z x| < ): [
Theorem 2.3 Es gllt Vn e IN*  und
VX150 X1, V1500V €R:

n n n

IR ER PR
i=1 i=1

Komplexe Zahlen
(u1 + ibl)+ (az + ibz) = ((11 + az) + i(bl + bz)

(a1 +iby)-(ap+iby) = (aap—byby)+i(arby+asby)

Betrag und Konjugation:

Seiz=a+ib.

Dann ist der Betrag |z| = Va2 + b2 =zz*

und die komplex Konjugierte z* =a—ib

Es gllt Vz1,20 €C:lz1 - 22| =|z1]-|z2l und Vz € C::
1

| IZI

C besitzt keine Ordnungsbeziehung, aber die eukli-

dische Abstandsfunktion d(zq,z;) = |z1 — 2|

Komplexe Exponentialfunktion

VYa,beR:exp(a+ib)=e%(cosb+isinb)
Theorem 2.5

El: Vzy,zp e C:exp(z) + ) =exp(z1)-exp(zz)
E2: VzeRCC:exp(z)=¢%e*:R—>R
E3: VzeC:exp(z')=(ex (z)
|exp(2)| = X%
E4: exp(in)=-1
E5: exp:C — Cist surjektiv
E6: Vzy,zp € C:exp(zy)=-exp(zy)
= (Z] *Zz) €2inZ
Additionstheoreme:

sin(a + b) = sin(a) cos(b) + cos(a)sin(b)
cos(a+ b) = cos(a)cos(b) —sin(a)sin(b)
Es folgt auferdem:
VbeR: e’ =cosb+isinb
Polardarstellung:
VzeC:z=pe'? p=|z1€Rsq,
Hauptargument: 0 € (-7, 7]
Bestimmung des Arguments 6 = arg(a +ib):
cosO = —2
a’+b

Va2 52’
Komplexe Winkelfunktionen:
Deflmtlon VzeC:

0eR

T
o
9

sinf = tanO = -

—iz . iz__,—iz
cos(z) = ¢ Ee sin(z) = 57—
Weiterhin gilt Vz € C: cos?z+sin’z = 1.

Auflerdem Ya,b e R:

cos(a+1b) = cos(a)coshb —isinasinhb

Mit den hyperbolischen Funktionen:

coshz = 624’2672 , sinhz = %

Losung von Gleichungen

Quadratische Gleichungen:

Sei P(x) = ax? + bx+cmita,b,ceC, a=0
A = b? — 4qc ist die Diskriminante von P.

Dann sind die Nullstellen von P:

—bxVA
X1,2= 72,

Falls alle Koeffizienten reell sind, gilt:

A > 0: P hat zwei reelle Nullstellen.

A = 0: P hat als zweifache Nullstelle 72%.

A < 0: P hat zwei nicht reelle, zueinander konju-
gierte Nullstellen.

Falls P = ax? + 2Bx + y, kann man die reduzierte
Diskriminante 6 = p? — a’y einfiihren.

~pVo
.

Dann sind die Nullstellen x1 5 =
Polynomiale Gleichungen:
Theorem 2.6 Fundamentalsatz der Algebra: Sei

d e N*und P(x) = adxd +...a¢ ein Polynom von
Grad d mit Koeffizienten a; € C,i € [d]. Es existie-
ren paarweise unterschiedliche Aq,..., A, € C und
my,...,m, € C, sodass mq +... + m, = d und

.
x)=ay ]_[(X = Ag)"
k=1

Die geordneten Paare (A;, m;),i € [r] sind bis auf
ihre Reihenfolge eindeutig.

Falls P ein Polynom mit reellen Nullstellen ist,
gilt:

YAeC:P(A)=0P(A*)=0

Damit besitzt ein Polynom von ungeradem Grad
mindestens eine relle Nullstelle.
Newton-Identititen:

Sei (x1,...,x4) ein d-Tupel komplexer Zahlen. Wir
fiihren das elementarsymmetrische Polynom ein:

Li<ji<.<ji<dXj " Xjo  kela
ex(x1,.mx3) =41, k=0
0, sonst

Theorem 2.7 Newton-Identitdaten: Sei P(x) =
Zi:o axk ein Polynom vom Grad d mit kom-
plexen Koeffizienten und muy, ..., pz seine Liste
von Nullstellen mit Multiplizitdten. Dann sind

die Koeffizienten ay, ...,a4_1 durch die folgenden
Formeln bestimmt:

aqj_
Vk e [d): ex(i1,mpig) = (71)’<%



Daraus folgt fur P(x) vom Grad d mit a; = 0:

d d
d
-1 =—aq Z!‘j' ao = (=1)"aq ]_[Fj
j=1 j=1

Konvergenz von Folgen und Reihen

Folgen

Eine Folge ist eine Funktion u : I — K, wobei

I € N unendlich ist und K € {R,C}. Die Folge

wird mit (u,,), ausgeschrieben.

Konvergenz:

(1) konvergiert gegen einen Grenzwert a € KK,

wenn gilt:

Ve>0:dngeIN:Vnel:n>ng=|u,—al <e.

Schreibweise: lim,,_,, 1;, = a.

(uy,);, divergiert gegen +oo, wenn gilt:

VM >0:dngelN:Vnel:n>ny=u, 2+M

Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist ein-

deutig.

Schranken:

(4,)y, ist beschrinkt, wenn ein M > 0 existiert, so-

dass gilt: Vn eI : |u,| < M. M heifdt obere Schranke

von (uy),. Es gilt:

(4)nin C konvergent = beschrankt

Konstante Folgen sind konvergent.

Theorem 3.1 Eine komplexe Folge in C konver-

Elert genau wenn (Re(up))n und (Im(up)), in R
onvergieren. In diesem Fall gilt:

lim u, =(lim Re(uy))+i( lim Im(uy))
n—o0 n—00 n—oo
Monotonie:
Eine reelle Folge (1), ist
steigend, wenn 1,1 > u, fur alle n e I gilt.
fallend, wenn u, 1 < u,, fur alle n € I gilt.
monoton, wenn sie fallend oder steigend ist.
Falls u, > 0 fur alle n € I gilt, ist (u,), stei-

gend/fallend, wenn uﬁ—:l =z 1 gilt.

Theorem 3.2 Monotone Folgen besitzen immer
einen Grenzwert.

(uy)y steigend = I( lim u,;, € RU {+o0})
n—o00

(1), fallend = 3( lim u,, € RU{—o0})
n—o00

Vergleiche und Konvergenz
Theorem 3.3 Seien (uy),c; und (v,),er zwei re-

elle Folgen, die einen Grenzwert in IR besitzen.
Dann:

(Ynel:u,<v,)= lim u, < lim v,
n—o00 n—o00

Theorem 3.4 Taktik der Gendarmen: Sei-

en (uy)n (vy)n (wy), reelle Folgen, sodass
Vnel:u, <v,<w,.
Wenn lim,_,, u, = lim, ., w, = a € R gilt,

muss lim,,_,o, v, = a gelten.

Die Fliehenden: Seien (uy),, (vy), reelle Folgen,
sodass u,, < v, fur alle n € I. Dann:

limy;e0 Uty = +00 = limy 00 vy = +00
lim,_,ev,; =—c0o = lim,_, 1, = —00

Wichtige Ungleichungen:

Ul: l+x<e®
Ul’: VYM>0:c>0:VxeC:
x| <M = |e* 1| < clx]
U2: Vxe(-1,400):In(1+x)<x
xZ
U2’: VXGRZOZX*j <In(1+x)
Us3: Vx € Ryq :sin(x) < x
x2
U4: VerR:l—TScos(x)
1
Us5: Vxe(-1,1):1+x< —
1-x

Elementare Folgen:
Fakultdtswachstum: lim,,_ o, n! =
Geometrische Folge:

Yae (0,1):1lim,_,a" =0
Va>1:lim, o a" =+
Wachsende Potenz: Ya > 0: lim,,_,., n%
Fallende Potenz: Yo > 0 :lim,_,n ¢ =
Logarithmisches Wachstum: lim,,_, ., In(n

+00

+00

:o
)=

Theorem 3.5 Elementare asymptotische Verglei-
che:

Yae(0,1): VYa>0:n%" —ng, 0
1
Ya>0: n(:) n. 0
n 0
n
Va>0: L1 —n_ 0
n! *

Fak.-Wachstum>Exp.-Wachstum>Pot.-
Wachstum>Log.-Wachstum
Trick: Bei streng positiven Folgen kann man

zeigen, dass fiir n grof§ genug gilt: “{’l—;l <p<l.
Wenn dann die obere Schranke c- p” gegen 0 kon-
vergiert, muss auch (u,), gegen 0 konvergieren.

Operationen:
( lim un) (
n—o00 n

lim un)-( lim vn)
n— n—oo

lim (v, +uy) =

lim vn)
n—o00

—00

li_)m (v - up) = (

n o]
lim u,
. Uy n—00 .
lim — = — , lim v, # 0.
n—co v, lim v, n—o0
n—-oo
lim u, .
lim e'n = en—e (i.A.)
n—00

lim In(u,) = ln( lim un)
n—o00 n—00
falls (u), reell positiv, nlgngo Uy >0

a
lim un) , uy>0, lim u,>0,aeC
1—00 n—00

5 a _
Jim =,
Ausdehnung in R

Bei reellen Folgen mit Grenzwert in IR sind die
Operationen mit folgenden Regeln giiltig:

O+ =00 —00—00=-—00 at+ oo ==+00
b
0-c0=00 b-oo=sgn(bjoo — =0
+o00
e® =0 =0 aeRbeR"
Fiir den In gilt:
lim u,; € RygU{+co} In(co)=0c0 In(0)=-c0

n—o0

In den pathologischen Fillen kann man nichts
folgern:

0 ® 0-00

0 )

Theorem 3.6 Cesaro-Satz: Sei (u;),>1 eine Folge
mit lim,,_,q, 1, = a € R oder C. Dann gilt:
up+..+uy

lim ———=a
n—o00 n

Theorem 3.7 Multiplikativer Cesaro-Satz: Sei
(un)n>1 eine streng positive Folge. Fiir alle 2 > 0
gilt:

1

.u . =
lim L = 43= lim uy =a.
n—00 un n—oo
Interessante Grenzwerte:
Fur alle x € C gilt:
. X n
lim (1 + 7) =e*
n—o0 n
x\k
ko n hm(1+7):1
n—oo n
. n
lim -=e

Teilfolgen:

Sei (uy,),e] eine Folge. Eine Teilfolge (v,,), ist eine
Folge der Form v;, = 114,(;;), wobei ¢ : I — I eine
steigende Funktion ist.

Theorem 3.8 Wenn (u,,),, in C oder R gegen a
konvergiert, konvergiert auch jede Teilfolge ge-
gen a.

Hiufungspunkte:

Ein Haufungspunkt a € C fur (u,),, ist der Grenz-
wert einer konvergenten Teilfolge.
Theorem 3.10 Satz von Bolzano-Weierstraf:

(1) ner beschrankt = I konvergente Teilfolge

Limes inferior/superior:
Sei (u;,),, eine reelle Folge.

u) = (supug) € RU {+oo}
k>n
u, = (inf ur) € RU {—oo}

lim u, = hm ut l1mu = hm u,
=00 n= n n= Py n

Theorem 3.11 Sei H[u] C IR die Menge von (end-
lichen oder unendlichen) Haufungspunkten fiir
(1,)- Diese Menge ist nicht leer und es gilt:

lim u,, = max H|u]

lim u,, = min H[u]
n—o0 n—00

Theorem 3.12 Sei (1), eine Folge und a € C oder
IR. Es gilt:

lim u, =a
n—o00

=4

Fir reelle Folgen gilt immer:
Vnel:u, <u,<u;
Cauchy-Folgen:

(uy,)y, ist eine Cauchy-Folge, wenn:
Ve>0:dng e IN:Vm,n>ng:|uy —u,| <e.
Theorem 3.13 (u,),, konvergiert in C genau wenn

(uy,) eine Cauchy-Folge ist.

Reihen
Eine Reihe ist eine Folge (S;;);;>p, der Form:

n

Sn = Z Uk (Up)k=n, 1o €N
k=nq
VYn>ng:S,—Sy_1=uy

Wenn die Reihe in R oder C gegen einen Grenz-
wert a konvergiert, schreibt man:

=¥

Konvergenz:

Positive Reihen konvergieren in IR.
Es gilt fur positive Folgen u,, > 0:

o0
Zuk<+oo = lim u,, =0
n—o0
k=ng

Klammern konnen in konvergenten Reihen hin-
zugefugt, aber nicht ausgelassen werden.
Wenn ¢ : N — N eine bl]ektlve Funktlon 1st ha-

ben die Reihen S,, = Z ur und S;, Z Ugp(k)
k=1

nichts miteinander zu tun.

Absolute Konvergenz:

Eine Reihe )  uy ist absolut konvergent, wenn gilt:

k>0
(o]
2:WH<+w‘

k:no

Theorem 3.14 Sei ) uj eine absolut konvergen-

k>ng
te Reihe. Dannist ) uj eine konvergente Reihe
k>ng
und:
&) &Y
Zuk < Z || < +o0
k=nq k=nq

Auflerdem: fiir alle bijektiven Funktionen ¢ : I —
I gilt:

Restfolegen:



Der Rest einer konvergenten Reihe ) uy ist die

k>0
Folge (R;,), wobei gilt: R, = ) uy
k=n
Es gilt immer: lim R, = 0.
n—00

Seien ng,n; gegeben:

Z uy | (abs.) konv. & Z uy | (abs.) konv.

k:nU k:HL
Vergleiche:

Seien 1y € N und (u,,), und (v, ), reelle Folgen,
so dass 1, < v, fir alle n > n( gilt. Dann folgt:

o0 [S]

Z U = +o0o = Z Vi = +0oo
k=nq k=nyq

(o] (o]

Z Vi < +o00 = Z U <+oo
k=n, k=nq

Theorem 3.16 Satz der alternierenden Reihen:
Sei (1) n>n, eine positive, fallende Folge, so dass

lim u,, = 0.
n—00
Dann konvergiert ) (—1)kuk in R.

k>ng
Theorem 3.17 Verdichtungssatz: Sei (u,),>0 eine
positive, fallende Folge. Dann gilt:

Z 2k Uok ] konvergent.

k>0

Zuk] konvergent <
k>1

Beispiele:
Die Geometrische Reihe

1 anﬂ

aeCZa _{n+_lu ’

(e
konvergiert gegen kgoak = 117 fur |a| < 1, ist
beschrankt fiir [a| < 1 und divergiert fir |a| > 1.

a#1
a=1

1
k—s<+oo<:>5>1
k>1

selR

Theorem 3.18 Quotientenkriterium: Sei (u,), ei
ne Folge, u, # 0 fur n grofl genug.

—u
lim | <1 = Z uy absolut konvergent.
n—00 un

k>ng
Oft existiert lim |“2L|. Dann lim = lim.
n—00 n

Theorem 3.19 Wurzelkriterium: Sei (1), eine
Folge. Definiere:

p(u)

— 1

= lim |uy|" €[0,+co0]
n—00

Dann gilt:

p(u)<1l=
k>ng

p(u)>1= Z uy divergiert.

kZHO

uy absolut konvergent.

Produktreihen:

Seien ) aj und ): by gegeben. Dann ist die Pro-
k>0

duktreihe:

Zzakbk I
k>01=

Theorem 3.20 Wenn ) a; und ) by absolut

k>0 k>0
konvergent sind, ist damit die Produktreihe ab-
solut konvergent und:

Zuk Zbk - X[ialbkl] - i[iaklb[]

k>0 k>0 k=0\1=0 k=0\1=0

Potenzreihen:
Eine Potenzreihe ist eine Reihe der Form:

Z akzk z€C (ay)u>n, komplexe Folge
k>ng
Konvergenzradius:

Der Konvergenzradius (KR) einer Potenzreihe ist:

KR = sup{r >0 Z lagrk < +oo} €0, +o0]

k>ng

Theorem 3.21 Konvergenzkreisscheibe:

1)  Fur |z| <KRist Zakzk absolut konvergent.

k>0

2)  Fir|z| > KR ist Zakzk divergent.
k>0

Am Rand der Konvergenzscheibe (bei |z| = KR)
kann man i.A. nichts folgern. Wenn fiir n grofs
genug gilt:

ay<b, = KR <KR

: ¥ o

k>0

Zbkzk ]

k>0

Theorem 3.22 Hadamard-Formel: Fir Y a2
k>ng
gilt:
T 1

KR = ,}g&'anln € [0, +0o0]
Theorem 2.23 Quotientenkriterium fiir Potenz-
reihen: Sei (a,);>y,, mit a, # 0 fiir n grof genug.
Dann gilt:

R~ el
f(2) fir |z] < KR Potenzreihe KR
exp(z) Yo i],( +o00
In(1 +z) P 1
—In(1-z) L% 1
iz Yoz 1
= Yo o(k+1)2F 1
= £, !
(1+2)* (g N) | L, 2lemleleckil) k| g
ﬁ v, a(:x+1)~];!a+k—1) | 1
Yisok! 2 0
Stetigkeit
Topologie

Offene und abgeschlossene Teilmengen: Sei A C IR.

Aoffen ©VaecA:Ay>0:(a—n,a+n)CA
A abgeschlossen & IR\ A offen.
Theorem 4.1 A C R ist abgeschlossen genau dann
wenn: Fiir alle Folgen u : IN — A, die in R konver-
gieren, ist nlim uy € A.
Kreisscheiben in C:
Kreisscheibe vom Radius # > 0 zentriert in a € C:
D(a,n) =
D(a,n) =

{zeCllz—a|l <1}
(zeCllz—al <)
Sei A CC.
Aoffen @VaeA:Iy>0:D(a,n)CA
A abgeschlossen < C\ A offen.

Theorem 4.2 A ist in B abgeschlossen genau dann
wenn fir alle konvergenten Folgen in A, deren
Grenzwert zu B gehort, der Grenzwert auch zu A
gehort.

Aquivalente Definitionen von Stetigkeit
Theorem 4.3 Seien Ke {R,C},ACC,f:A—> K

Sl: fstetiganx e Va:IN—A:

a(n) ng, X = (foa)(n) e f(x).

S2: fstetiganx o Ve>0:30>0:VyeA:
k—yl<o=I1f(x)-fyl<e

S3:  f stetig & YU offen in K:
f_1 (U) offen in A.

S4:  f stetig & VU abgeschlossen in K:

f71 (U) abgeschlossen in A.

f heifit Giberall/schlechthin stetig, wenn: Vx € A :
f stetig an x.

Theorem 4.5 Sei f : A — R eine stetige Funktion,
sodass f(A) CA.Seia: N — Kmita(n+1)=
f(a(n))Vn € N*. Dann gilt:

nlim a(n)=L e A= L Fixpunkt von f: f(L) =
Operationen

Seien f,g: A — K stetig. Dann sind f - g, f + g ste-
tig. Wenn g(x) = 0Yx € A, dann ist é stetig. Wenn

K =R, dann sind max(f, g) und min(f,g) stetig.
Wenn K = C sind Re(f),Im(f),|f] stetig.
Beispiele:

Konstante Funktionen sind stetig, id ist stetig,

Polynome und rationale Funktionen % sind ste-

tig in C\ {x € C|Q(x) = 0}.

Verkniipfung:

Seien f : A —» K und g : B - K’ stetig, wobei
f(A) C B. Dann ist g o f wohldefiniert und stetig.

Lipschitzstetigkeit:

f:A— Chei$it li llpschltzstetlg mit Lipschitzkon-
stante L, wenn gilt

Vx,y e A:lf(x) = f(y)l < Llx -yl
f lipschitz = f stetig.
Theorem 4.6 Sei a : IN — C die Koeffizientenfolge

o0
einer Potenzreihenfkt. S : z+— ) 4,z". Dann

n=ng
ist S : D(0,KR) — C stetig.
Theorem 4.7

1)  exp,cos,sin,cosh,sinh sind in C stetig.

2) tan= sin istin C \( + nZ) stetig.
cos

*S)

cos . . .
cotan = — ist in C\ tZ stetig.
sin

o~

tanh, cotanh in Definitionsber. stetig.

A U

)

)

) In in Ry stetig.

) x> x% stetigin R, wenn a € Rx(;

stetig in R, wenn a € Rqg.

Kompaktheit:
A heif3t kompakt (kpt), wenn gilt:

Ya:IN— A:3j :H\I—>H\I:nh_)rr010[(ao])(n)]eA.
(jede Folge in A hat eine in A konvergente Teilfol-

ge)
Kompaktheit hiangt nicht von der Obermenge ab.
Theorem 48 A C C: Akpt s
A abgeschlossen und beschréankt
Theorem 4.9 A C R kpt < A hat max und min.
Theorem 4.10 A C Ckpt, f : A — C stetig =
f(A) auch kpt.
Theorem 4.11
ACCkpt, f:A— R= f hat auf A min,max:
Ix € A:VxeA: f(x_) < f(x) < fxy)
GleichmiBige Stetigkeit:
ACC, f:A— C: f heildt gleichmifig stetig, wenn
gilt:
Ve>0:46>0:Yx,peA:
[x—yl<o=|f(x)-f(v)<e.
f glm. stetig = f stetig.

Theorem 4.12 Satz von Heine:
ACCkpt,f:A— Cstetig = f glm. stetig



Eigenschaften reeller stetiger Funktionen
Theorem 4.13 Falls f : [A,B] — R stetig, mit
f(A) < f(B), dann gilt:

Yy e(f(A), f(B)):Ix€(A,B): f(x)=y

Oder dquivalent: Stetige Funktionen f : ACIR —
R bilden Intervalle auf Intervalle ab.

Stetigkeit von Umkehrungen:

Theorem 4.15 Sei @ = I C R ein Intervall, f : I —
RR stetig, s.m.s/s.m.f.. Dann gilt:

1)  f:I— f(I) bijektiv
2)  f71:f(I) > I stetig und s.m.s/s.m.f

Theorem 4.16 Sei 0 # K C R ein Intervall, f : K —
R injektiv und stetig. Dann gilt:

1) f:K—f(K
2) frfK

Wichtige Umkehrfunktionen:
arccos: [-1,1] — [0, 7]
arcsin : [-1,1] — [-71t/2,71/2]

arctan : R — [-71/2,71/2]

arsinh: R — R,y 1n(y+ Vy2+1)
—[0,400),y — ln(y+ \y? - 1)
artanh: (-1,1) > R,y — & 1n( 1+§)
Grenzwerte und asymptotisches Verhalten von
Funktionen

Abschluss: R
Sei ACR, f:A— K. Der Abschluss von A in R

ist dann die Menge A, die alle Grenzwerte einer
in R konvergenten Folge in A enthalt.

) bijektiv
) = K stetig

arcosh : [1,+oc0) —

x, 7eERx<yp

A=(x,9)=A=[xy] A=(x,+00)=A=[x,+c]

Punkte in A sind entweder Punkte in A oder am
Rand von A.

Grenzwert einer Funktion:

Seiae ACIRund [ € R.

jlcirr}lf(x):l<:>\¥£>0:377>0:\7’x€A:

|x—al<n=|f(x)-I<e

Theorem 4.17 4,1 € IR.

)l(im f(x)=1eV(uy), € A mit nlim Uy, =a:
2 ) =

Theorem 4.18 Eine Funktion f : A — K ist in
a € A genau dann stetig, wenn )lci_)maf(x) = f(a).
Ausdehnung durch Stetigkeit:

Sei f : A — K eine stetige Funktion und a € A\ A.
Dann kann durch folgende Formel eine Ausdeh-

nung von f auf A vorgenommen werden:

) ) A
f:AU{a} > K x— f(x) {Jl(l(rfl)f xex:a

f ist dann stetig.

Theorem 4.19 Charakterisierung von Stetigkeit
durch beidseitige Grenzwerte: Seien I ein nicht-
leeres offenes Intervall von R, a € I und f :
I\ {a} — K’ eine stetige Funktion. Eine stetige
Funktion f : I — K/, sodass f(x) = f(x) fur al-
le x # a, existiert genau dann wenn sowohl der
linksseitige als auch der rechtsseitige Grenzwert
wenn x — a in K’ existieren und gilt:

lim f(x

Xx—a-

= lim f(x

xaa+

Umgebungen:

Seien ACIRund a € A.

Eine Umgebung von a € R in A ist eine offene Men-
ge der Form (a—¢,a+¢)N A, wobei ¢ > 0.

Eine Umgebung von +co ist eine offene Menge
der Form (M, +o0) N A, wobei M € RR.

Eine Umgebung von —oo ist eine offene Menge

der Form (—oco, M) N A, wobei M € R.

Seien B C C und b € B. Eine Umgebung von b € C
in Bist D(b,e) N B, wobei € > 0.

f(x) hat eine gewisse Eigenschaft E in der Nihe
von a:

3 Umgebung O C Avona: f(x)hat EVx € Q\ {a}

Landau-Symbole:
Seien f,g: A > R,acA.
f(x)

X—a

O(g(x)) 3dC>0:4Q,vonain A:
VxeQe:|f(x) < C-Ig(x)

"f ist durch g in der Nahe von a dominiert."

X—a

f(x) o(g(x)) ©Ve>0:3Q, vonain A:

VxeQe:|f(x) < e-lg(x)l

"f ist in der Nédhe von a gegeniiber g vernachlds-
sigbar."

flx) " =" g(x)

e flx)-

"f ist asymptotisch dquivalent zu g."
Falls g in der Ndhe von a (nicht in a) nicht iden-
tisch null ist:

0(g(x))

Flx) 222 0(g(x)) ‘@( beschrinkt um a
flx) =L o(g(x)) & }c‘i’%% -0
f(x) = g(x)  lim % 1

Operationen:

Dominanz und Vernachlédssigbarkeit sind ver-
traglich mit Multiplikation und Addition. Asym-
ptotische Aquivalenz ist vertriglich mit Multi-
plikation, Addition und Division. Aufierdem:

* x—a - _
ceC, f(x) c@)lcgr}lf(x)—c.
Ketten:

Asymptotische Aquivalenz, Dominanz und Ver-
nachlassigbarkeit sind transitiv. AufSerdem:

X—a X—a

f(x) O(g(x)) und g(x) o(h(x))
= f(x) == o(h(x))
Es gilt: O(x") + O(x™) 22X O(x"), falls m > n.
Fur g(x) = f(x) und limy,_,, g(x) = +oo gilt:
Inog(x) Z%n of (x)

Anniherungen von Potenzreihen:

(e8]
Sei S(z) = Y akzk,z < KR eine Potenzreihen-
k=nyq
funktion. Dann gilt fir ein m > ng:

m—1
} s

x—0

S(z) +0(z"™)

k:flo

—[ Z akzk]+o(zm)

k:no

S(z)

S(z) x=0 ay, 2" mit ny = min{n > nola, = 0}

Anniherungen von rationalen Funktionen

. P
Sei R(z) = % - ;f”ﬁnf

0} und g = min{n > 0|b,, # 0}. Dann gilt:

mit p = min{n > Ola,, #

a
R(z)¥=0 P op—4
q
R(2) x20 n n—m
m
Es lohnt sich, bei Anndherung von Verhaltnis-

sen zu (1) faktorisieren, und (2) den Nenner per
geometrischer Reihe zu entwicken.

Differenzierbarkeit und Ableitungen

Hier: Betrachte nur Funktionen von R nach IR.
Differenzierbarkeit:

SeiACR, f:A— R,ac A >f istin a differen-
zierbar, wenn gilt:

Af(a f(a)+(x—a)-f'(a)+o(x—a)

f’(a) heidt Ableitung von f in a. Der rechte Aus-
druck heifSt Linearisierung von f in der Nahe von
a. Aquivalent formuliert:

X—a

JeR: f(x

. xX)—7Jla
f/(a) — hm f( f( )
X—a,x#a X—a
—_
Steigungsrate

Es gilt: f diff. = fstetig.
Operationen:
Seien f,g: A —> R differenzierbar in a € A. Dann

sind (f +g),(f - g) (fir g(a) = 0) in a diff. und es

gilt:
(f+8) =f"+¢
(f-8)=r¢'+f'¢g
({15 o

Theorem 5.1 Seien f : A > R, g: B - R und
f(A)CB.Wenn f ina e Adiff. und gin f(a) € B
diff., dann gilt:

gofinadiff. und (go f)'(a) = f'(a)- g'(f(a))

f™ neN*ist in a diff. und es gilt:

(F1) =nf’ - !
Fir g(a) = 0 ist 1/¢" in a diff und es gilt:
ng’

(g") =~
Theorem 5.2 Satz der differenzierbaren Umkehr-
funktion: Die Umkehrung einer diff.baren Funk-
tion ist nicht immer diff.bar. Sei A ein offenes
Intervall. Sei f bijektiv von A nach f(A)

n+1

fin Adiff. = =1 in f(A) diff.

Wenn [ stetig ist und keine Nullstelle in A hat,
gilt:

Polynome und rationale Funktionen sind diff. Fiir
a € R gilt: (x*)” = ax®. Fur die Exponentialfunk-
tion gilt : (¢¥)" = ¢ und fur den Logarithmus:
(Inx)" = %
Logarithmische Ableitung:
Trick: Es gilt:

(]

Theorem 5.3 Differenzierbarkeit von Potenzrei-
hen: Sei ) a,x" eine Potenzreihe mit reellen
nzmng

Koeffizienten und KR > 0. Dann gilt:

(ln of)’ =

(o]
= Z a,x" x € (-1, r) diff. mit
n=r
o0 [Se]
Z Z (m+1)ay 1 x™"
= m=ny—1

Man darf also unter dem Reihensymbol ableiten.
(KR unverandert)

Ableitung von Winkelfunktionen:

Es gilt:

n 2n+1 n 2n

(o]
Z 2n+1

n=

511’1 » COS

L



Auflerdem:

sin’(x) = cosx cos’ x = —sinx

tan’x=1+tan’x cot’x=-1-cot’x
, 1 . 1
arccos’y = — arcsin’' y =
1-y2 1-y2
arctan’y = —— arccot’y = ———
1+ 1+y

sinh”x = cosh x cosh’x = sinhx

1 1
arcosh’y = arsinh’y =
\/y2 -1 y2 +1
1
tanh’x=1—-tanh’x artanh’y =
1- y2

Ableitung und Variationen

Sei ACRR, f: A — R, und a € A. a ist ein lokales

Maximum/Minimum von f, wenn gilt:
de>0:VxeANn(a—¢,a+e):

f(x) < f(a) bzw. f(x) 2 f(a)
a ist ein globales Maximum/Minimum von f,
wenn gilt:

VxeA: f(x) < f(a)bzw. f(x)> f(a)

Theorem 5.4 Seiac Asd. 3¢ >0:(a—¢,a+¢) CA.

Sei f in A diff.

a ist lokales Extremum = f’(a) =0

Eine Nullstelle von f heif}t kritischer Punkt von

Finden von Extrema:

Seien a,b € R, sodass a < bund sei f : [4,b] > R
stetig in [4,b] und diff. in (a,b). Dann liegen
eventuelle lokale Extrema entweder in kritischen
Punkten xj € (a,b) oder in a oder b.
Theorem 5.5 Seien a,b € R,ab. f :
stetig in [a, b], diff. in (a, b). Dann gilt:

[4,b] —» R

f(a)=f(b)=3dce(ab): f'(c)=0 Satz von Rolle
dce(ab): w =f(c) Mittelwertsatz

Theorem 5.6 Sei f : (a,b) — R diff.

f'>0e f steigend

f' <0 f fallend
f’>0= f streng steigend
f’ < 0= f streng fallend

Theorem 5.7 Sei f : (a,b) — R diff. Dann gilt:

Vx,y e (ab):If(x)-f)I<| sup If /()] lx-y|
c€(a,b)
f ist also x-lipschitz mit x = [ sup If’(c)l].

ce(a,b)
Es folgen Ungleichungen:

VxeR:
YM>0:Yxe[-M

|sinx| < |x| 1 —cos(x) < |x|

M]: ¥ —1] < eMx|

Theorem 5.9 Seien 4,b € R, sodass a < b, f :

[a,b] > Rund c € [a,b]. Wenn f in [a,b] stetig

und in [a,b]\ {c} diff. ist sowie lim f’(x)=1¢€
X—C,X#C

R, dann ist f in ¢ diff. und f’(c) =

Auflosung von pathologischen Grenzwerten:
Die pathologischen Fille 0-co, <2 und co—oco redu-

zieren sich auf %, wenn man f -g = lfg g = }j?
oder f —g = % schreibt.

Wenn man f(x)

Y2 cx7,g(x) = éxV annihern
kann, dann gilt:

C 5
aCr-y
c

Theorem 5.10 'Hopital-Regel (von Bernoulli ge-
zeigt!): Seien f,¢: I\ {a} - R mit a € I diff. und
;grrbf(x) = )lcin}lg(x) = 0. Dann gilt:

f’(x):lelf{

xa g/(x)

x4 g(x)

Das gilt auch fiir @ = +c0. Wenn g} = (k) =
0Vk < kg, kann die Regel kp-mal angewandt wer-
den.
Falls man bei einem pathologischen Fall die De-
finition der Ableitung erkennt, kann man diese
benutzen.
Hohere Ableitungen
SeiACRund f:A—RR.

fistCk ke N

& f k-mal diff., f ) stetig.

f ist C¥ wenn f stetig ist. f ist C*° bzw. glatt,

wenn gilt: Vi : 3707

fC=>fcksfekls sl = el
Operationen:

fec=gct g (Le
(f + ) = £+ g0

k
(f -k = Z(If)f(l)g(k_l)

1=0

Die Verkniipfung zweier CX-Funktionen ist Ck.
Konstanten, Polynome, rationale Funktionen
sind in ihrem Definitionsbereich glatt.

Theorem 5.12 Satz der CK-Umkehrfunktion: Sei
A ein offenes Intervall und f C’k, k € IN*, so-

dass f’ keine Nullstelle hat. Dann ist f~! CX. Fol-
gerung: In,arctan, arcsin, arccos,arccot sind in ih-
rem Definitionsbereich glatt.

Theorem 5.13 Sei ) akxk eine reelle Potenzrei-
k>0
he mit KR = r > 0. Dann definiert S(x) = Z akx

fiur x € (-r,r) eine glatte Funktion. Es gllt

§(x) = Y gy U

I
1=0

(KR unverdndert) Folgerung: exp,sin,cos,tan
sind in ihrem Definitionsbereich glatt.
Berechnung der geometrischen Reihe:

Trick:
(o] (o]
ok _pfod)\ 1
Z[Zulk ]x _P(xdx)lfx
k=0%1=0

—
P(k)

Taylor-Formeln:
Sei P ein Polynom n-ten Grades und xp € R. Es

gilt:
n (m)
= Z Pi('x()) (X—X())m
= om!

Theorem 5.14 Taylor-Formel mit Cauchy-
Restterm: Seien a,b € R,a < b und n € IN. Sei
auflerdem f : (a,b) - R C" und auf (a,b) (n+1)-
mal diff. Fur alle x, xg in (a, b) existiert ¢ € (x, xg),
sodass gilt:

Zf )k+ f n+1 (x,xo

(n+1)

)n+1

Theorem 5.15 Taylor-Ungleichungen: Seien a <
beRund neN.Sei f : (a,b) > R (n+1)-mal diff.
Dann gilt Vx,xq € (a,b):

Z f Hl 0)m

If(”“)(é)l

1
<|x—xg™*" sup )

&€(a,b)

Theorem 5.16 Sei f : | — R 2-mal diff. und c € 1.

flle)=
flle)=

Partialbruchzerlegung:

Theorem 5.17 Sei R(x) = %
tion. P ist ein Polynom vom Grad dp, Q ist ein
Polynom vom Grad d(, beide haben keine ge-
meinsamen Nullstellen. Sei P die Menge an Polen
von Q und die m, deren Multiplizitdten.

0und f”(c) > 0 = cist lokales Minimum.

0und f”(c) < 0 = c ist lokales Maximum.

eine rationale Funk-

Q) =a| x-p)"
P

Man definiert mg, = dp —dg. Dann existieren ein-
deutige ¢k, Coo k € C, sodass gilt:

Moo
k
=) Z £ Cokt
pEP k= l k=0
Theorem 5.18 Summe von Residuen:

“2= ) ¢y =0

Cpk

peP
Moo =—1= ZCPJ = xli_)n;oxR(x)
peP

Limes-Verfahren:

—1i —_n\"p .
Cp,mp—%l_fgj(x p)* - R(x)

S P(p) __Pp)
sy - m
P [Tgep\pyp-2™ Q")
1!
Coomy, = xh_)m x~ Mo R(x)
1 1 1 1
fazb: (z—a)(z-b) bfa(zfa_ Z*b)

Parametrische Ableitung:

Ry(2) = (z- 1)0(z) = (z— ) — 2
(z=p)'?
Ria)= 20 4 ky(e)
a(mp—k)(p)
Vk S [mP] : Cp’k = W

Oder: setze z = p + w ein und finde Anndherung
fur w — 0.

Konvexitat

Sei I C IR, welches mehr als einen Punkt enthalt.
Sei f:I—>IR.

f konvex © Vx,yel:Vte[0,1]:

f(A=tx+ty) <(1-1)f(x)+1f(y)
f konkav & Vx,yel:Vte[0,1]:

f(A=tx+ty) > (A -1)f (x)+1f(y)

f ist konvex (konkav), wenn Gr(f) unterhalb
(oberhalb) jeder Verbindungsstrecke zw. zwei sei-
ner Punkte liegt.

Theorem 6.1 Sei f sowohl konkav als auch kon-
vex. Dann gilt:

f(x)=ax+b, a,belR

Konvexe Kombination:
Seien xi,...,x;; € I. Eine konvexe Kombination
von (x1,..., X;;) ist ein Punkt der Form

n
X = Ztix,-, mit
i=1

ti €[0,1]

n
Zt,’ =1
i=1



Theorem 6.2 Sei f : I — R. f ist konvex gdw:

n
VneNsy:Vxy,.,x, €l:Vx= Ztixi :

i=1
n n
f[Ztixi] < Ztif(xi)
i=1 i=1
Theorem 6.3 Sei f : I — RR. f ist konvex gdw:
f(x)

—Jx . .
St = #50) steigend in I\ {xg}Vxg € I.

Theorem 6.4 Sei f : I — R eine konvexe Funkti-

on. Dann ist f in [ stetig und links und rechts

diff. Vx 1.
Theorem 6.5 Sei f : I — R diff. Folgende Aussa-
gen sind dquivalent:

K1:  f konvex
K2:  f’steigend
K3:  Vxpel:f(p)=f(x)+(y-x)f(x)

Theorem 6.6 Sei f : I — R zweimal diff. Es gilt:

f konvex < f” >0.

I konvex konkav I
R exp In Rso
R | x* wobei & > 1 || x* wobei « € [0,1] R
Rso | x* wobei a <0
R>g sinh sin [0, 7]
R cosh cos -5
[0, %) tan tanh R>o

Thorem 6.7 Sei (u,,),>0 eine positive Folge, die
nicht identisch null ist, und deren Potenzreihe
einen KR> 0 besitzt. Dann gilt:

(o]

S(x) = Zunx” konvex
n=0

fir x € (-KR,KR)

Theorem 6.8 Eine streng konvexe (streng kon-
kave) Funktion f : I — R besitzt hochstens ein
Minimum (bzw. Maximum). Wenn f nur konvex
ist, muss f zw. zwei Minima konstant und mini-
mal sein.

T111e0rem 6.9 Sei n € N* und xq,...,x;,, € Rg. Es
gilt:

n
L

n =+t =
X1 Xn

X1+t Xy

Theorem 6.10 Seien p,q € Ry, sodass L +

1
’ PTa
1,ne€IN* und x1,...,x;, € C. Es gilt:

Z il < [Zw][iw]

i=1
Theorem 6.11 Sei p € R>q. Fir x = (xq,...
R"” oder C" definiert

1
n P
Il =| ) Ixil?
i=1

eine Norm, d.h. dp(x,y) =
standsfunktion.
Integration

,Xp) €

llx = 9ll, ist eine Ab-

Theorem 7.4 Elementare Eigenschaften des Inte-
J af (x)+bg(x)

grals:
= aJ_ flx)dx+ b—[ g(x)dx
R R
Monotonie:

Linearitat: a,b € C:
f<g: j fx)dx < J- g(x)dx
R R

Falls f = g aufSerhalb einer Nullmenge:

JIRf(x)dx = j]R g(x)dx

Falls jIR x)dx = 0 und f positiv, muss f = 0 au-

Berhalb einer Nullmenge sein.
Endliche Teilmengen des Integrationsbereiches
konnen ausgelassen werden. Falls a > b:

Lbf(x)dx = —J:f(x)dx

Theorem 7.5 Satz der monotonen Konvergenz:
Sei f, : R — [ ,+00] eine Folge von Funktio-
nen. Falls f,(x) < f,4+1(x)Vn,Vx, dann existiert
ein nan;ofn(x) h(x) € [0, +oo] und es gilt:

Tim U fulx dx] R
2) jm(anm]dx - mefnu)dx
n=0 n=0

Theorem 7.6 Satz der dominierten Konvergenz:
Sei f : A — C eine Folge von Funktionen.

1) VxeAzﬂnlim fa(x)eC
2) 3g'A—>[0+oo]96n:Vn:\7’x€A:

[fu(x)] < g(x
g 1ntegr1erbar = f, integrierbar ¥n

Es folgt:
lim f fn(x)dx]:J (lim fn(x))dx
n—oo A A n—oo

Theorem 7.7 Satz der Riemannschen Integrale:
Sei f auf [a,b] stetig. Dann gilt:

3o 452 - f e

Trick: Sei f stetig.
—Zf( )~ nmf fx

Stammfunktionen:

Sei f : A — R eine Funktion. Eine Stammfunktion
von f ist eine differenzierbare Funktion F, sodass
F’ = f.Wenn F;, F, zwei Stammfunktionen sind,

dann ist auf allen Intervallen I C A F| — F eine
Konstante (kann von I abhingig sein).
Theorem 7.8 Seien a <b € Rund f : [a,b] - R

stetig. Dann gilt:

b
F':f:J_ f(x)dx =

Yae€la,b]: x>

b
=[],
X
+J f(y)dy ist Stammfkt.
o4

eR

Theorem 7.9 Variablentransformation: Seien I, K

Intervalle. Sei W : I — K bijektiv und C!. Sei
f : K — R stetig und integrierbar. Dann gilt:

f fw)dy = Fpe)Y (x)dx
K I=p1(K)

Theorem 7.10 Partielle Integration: Seien f,g C!
und I = [4,b] C R ein Intervall. Dann gilt:

b b
j £/ (x)g(x)dx = x)]’;—f F(x)g’(x)dx

Gilt auch wenn I nicht kpt, vorausgesetzt f’g und
¢’ f sind integrierbar. Mehrfach: f,ng, k>1:

b k
f C x>=Z(—l)l“[ﬂk")(x)g“‘”(x)]
a I=1

b
1>"f F(x)g™

Theorem 7.11 Taylor-Formel mit integralem Rest:
Sei f Ck*1 auf [a,b].
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Ta-pk K+l p(k+1
+f o (b-a) 0D (1= f)a+ th)dt
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Elementare Stammfunktionen:
f'(x)
tanx —In|cosx| In|f(x)]
fo "V
1 . 1
arcsinx arctanx
1—x2 1+x2
1 . 1
arsinhx arcoshx
x2+1 x2 -1

Potenzreihen konnen innerhalb des KR unter
dem Reihenzeichen integriert werden.
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[

Cp* 1
L’*)dx
X=p

:aln((x—r)z+52)—2barctan(u)
s
’ 1 1y
f__1 a2
fa 11—« fOt*]
Subsitutionen:
2dt
t:tan(f) dx =
2 1+12
1-¢2 ) 2t
cosx = —— sinx = ——
1412 1412
2dt
t = tanhx?2 dx =
1-12
1+12 2t
coshx = sinhx = ——
1-t2 1-t2

Theorem 7.15 Integrierbarkeit von elementaren
Funktionen:

Seien A € R* und s € R. x > x°¢ ist in der Nihe
von +oo integrierbar genau dann wenn ) < 0.

Sei s € R. x - x° ist in der Nédhe von 0 integrier-
bar genau wenn s > —1 und in der Ndhe von +co
genau wenn s < —1.

Seien s, t € R. Die Funktion x — x°|In x|’ ist in der
Nahe von 0 integrierbar genau wenn s > —1 oder
s=—-1At<~-1.

Theorem 7.16 Sei ny € N und f : [ng,+o0] —
R>( eine stetige fallende Funktion. Die Reihe
Y nzn, f (1) konvergiert genau wenn f in der Na-

he von +co integrierbar ist.

Theorem 7.17 Seien I und A zwei nichtleere Teil-
mengen von R und sei f : I x A — R eine Funkti-
on, sodass:

x — f(t,x) Vt € I integrierbar auf A ist.

t— f(t,x) Vx € A auf I differenzierbar ist.

Eine integrierbare Funktion g: A — R existiert,
sodass:

Y(t,x)eIxA: ‘if(t,x) < g(x).

Cldt

Dann ist h(t
und es gilt:

IA f(t,x)dx auf I differenzierbar

L d
W(t) = Aaf(t,x)dx

Linearisierungsformeln:

cos(a)cos(b) = %(cos(a +b)+cos(a—b))

sin(a)sin(b) =

.\HM\

1 (cos(a—b)—cos(a+b))
(

cinl(a)coclh) = L{cinl(a L h)Lcinl(a— h))



